Wybrane zastosowania pochodnych — monotonicznos¢
i ekstrema funkcji

Twierdzenie 2.

o Jezeli f'(x)>0 dlakazdego xe(a,b),tofunkcja f jest w tym przedziale
rosngca.

o Jezeli f'(x)<0 dlakazdego xe(a,b),to funkcja f jest w tym przedziale
malejaca.

o Jezeli f'(x)=0 dlakazdego xe(a,b),to funkcja f jest w tym przedziale
stata.

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U punktu x,.

Definicja 1. Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie x, :

o minimum lokalne < 5.0V 5. 5 ()2 f(x)),

* maksimum lokalne < J5.0V 5, 5 J(X) < F(X).

Gdy nieréwnosci w powyzszej definicji zastgpimy nieréwnosciami ostrymi, to
méwimy odpowiednio o minimum (maksimum) lokalnym wiasciwym. Maksima
1 minima nosza wspdlna nazwe ekstremow funkcji.

Uwaga. Pojecia minimum (maksimum) lokalnego nie nalezy myli¢ z pojgciem
warto$ci najmniejszej (najwigkszej) funkcji w danym przedziale. Funkcja
o wykresie przedstawionym na rysunku 1 ma dwa minima lokalne: dla x;
(zostato to dodatkowo zinterpretowane na rysunku w oparciu o odpowiednig
definicje) 1 dla x; oraz jedno maksimum lokalne w punkcie x,. Najmniejsza
warto$¢ w przedziale <a,b> funkcja ta przyjmuje w punkcie x;, natomiast
najwigksza — dla punktu o odcietej b.
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Rys. 1. Ekstrema lokalne a najwigksza (najmniejsza) warto$¢ funkcji w przedziale

Twierdzenie 3 (warunek konieczny istnienia ekstremum).

Jezeli funkcja f° jest rozniczkowalna w punkcie x, 1 osiaga w tym punkcie

ekstremum, to  f'(x,)=0.

Uwaga.

1. Twierdzenie odwrotne do powyzszego nie jest prawdziwe, czyli moze si¢
zdarzy¢, ze w pewnym punkcie x, speiniona jest warunek f'(x,)=0
pomimo, ze w tym punkcie funkcja nie posiada ekstremum.

2. Funkcja moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w punktach, w ktorych jej
pochodna réwna si¢ zero albo, w ktorych jej pochodna nie istnieje lub jest
rowna nieskonczonos¢. Punkty te nazywamy punktami stacjonarnymi.

Twierdzenie 4 (I warunek wystarczajqcy istnienia ekstremum).
Jezeli funkcja f jest ciagla wpunkcie x, oraz ma pochodna f'(x)
w pewnym sgsiedztwie S(x,,8) punktu x,, a ponadto:
f'(x)<0 dla xeS (x,,9)
) {f’(x)>0 dla xeS,(x,,0)
lokalne (wtasciwe);
f'(x)>0 dla xeS (x,,9)
) {f'(x)<0 dla xeS,(x,,9)

lokalne (wtasciwe).

, to funkcja f ma w punkcie x, minimum

, to funkcja f ma w punkcie x, maksimum

Mozemy powiedzie¢, ze jezeli przy przejSciu przez punkt x, pochodna zmienia

29

znak z ,,—” na ,+”, to funkcja w tym punkcie osigga minimum lokalne,



natomiast jezeli zmiana nastgpuje z ,,+” na ,—”, to mamy do czynienia
z maksimum lokalnym.
Twierdzenie 5 (/] warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum).

Jezeli funkcja f jest n-krotnie roézniczkowalna w pewnym otoczeniu punktu
X, oraz

D f0)=f"() == [ (%) =0,

2) f"(x,)#0, n—parzyste (n>2),

3) £ (x) jest ciagta w punkcie x,,

to funkcja f ma w punkcie x, ekstremum lokalne, przy czym jest to:
e minimum wiasciwe, gdy £ (x,) >0,

e maksimum wtasciwe, gdy [ (x,) <0.

Bazujac na podanych twierdzeniach mozna sformutowac¢ nastgpujacy schemat:

Schemat badania monotonicznosci oraz wyznaczania ekstremow lokalnych
funkcji y=f(x):
1. Wyznaczamy dziedzine danej funkcji— D, ,

2. Obliczamy pochodng f"(x) oraz wyznaczamy jej dziedzing D,

3. Przyrownujemy pochodng do zera i rozwigzujemy rownanie f'(x)=0. Do
zbioru rozwigzan tego rownania dolaczamy jeszcze punkty, w ktérych
pochodna nie istnieje, a w ktérych funkcja jest okreslona i otrzymujemy
w ten sposob zbior punktow stacjonarnych (podejrzanych o ekstremum).
Zat6zmy, ze ten zbior ma postaé: {x;,x,,...,X,}.

4. Rozwigzujemy nierownosci:
f'(x)>0 — w przedziatach, w ktorych spetniona jest ta nierowno$¢ badana

funkcja jest rosnaca,
f'(x) <0 — w przedziatach, w ktorych spetniona jest ta nierownos¢ badana
funkcja jest malejgca,

5. Na podstawie rozwigzan powyzszych nier6wnosci okreslamy znak pochodne;j
w lewostronnym 1 prawostronnym sgsiedztwie kazdego punktu
stacjonarnego — jezeli przy przejsciu przez punkt stacjonarny x; pochodna

zmienia znak, to w danym punkcie funkcja ma ekstremum lokalne, przy
czym:



e jezeli zmiana nast¢puje z ,,.— na ,,+”, to funkcja w tym punkcie osigga
minimum lokalne; obliczamy warto$¢ tego minimum: y,_.. = f(x;),

e jezeli zmiana nast¢puje z ,,+” na ,,—, to funkcja w tym punkcie osigga
maksimum lokalne; obliczamy warto$¢ tego maksimum: y,_. = f(x;).

Przyklad 6. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne oraz zbada¢ monotonicznos$¢ funkcji:
a) f(x)=x%", b) f(x)=x"—4x>+1, ¢) f(x)=—xInx.
Rozwigzanie.
a) Dziedzing badanej funkcji jest D, =R.
Obliczamy pochodng oraz wyznaczamy jej dziedzine:
fl(x)=2xe" —x’e =" (2x-x"); D, =R
Przyréwnujemy pochodng do zera:
()20 & ¢ (2x-2)=0 o §vxeR &t >0§@ 2x-x =0
S x2-x)=0x=0vx=2.
Punktami stacjonarnymi sg: x;, =0, x, =2.
Rozwigzujemy nieréwnosci: min /Jr\max

F(x)>0 & e *2x—x)>0 2x—x >0 -/o z\- x
< xe(0,2) (rysunek 2),

. Rys. 2. Wykres zmiany
S ()<0 & xe(-0,0)U(2,+x). znaku pochodnej funkcji
z przyktadu 6a)

Stad otrzymujemy:
1) funkcja ros$nie w przedziale (0,2),
2) funkcja maleje w przedziatach: (—,0), (2,+x),
3) wpunkcie x; =0 funkcja osiaga minimum lokalne (pochodna zmienia znak
z ,,— na,+’) wynoszace:
Yein = (0)=0;
w punkcie x, =2 funkcja osiagga maksimum lokalne wynoszace:

Vo = f(2)=de”” =;iz.



b) Dziedzina funkcji: D, =R.
Obliczamy pochodng oraz wyznaczamy punkty stacjonarne:
fl(x)=4x*-12x*, D, =R,

f(x)=0 & 4x’ —12x* =0 < 4x*(x-3)=0 < x=0 v x=3.

Punkty stacjonarne: x, =0, x, =3.
Rozwigzujemy nieréwnosci: 0 3/ ’
j \_/mll’l X
f'(x)>0 & 4x° -12x* >0 <
o 4x2(x—3)>0 o xe(3,4+x), Rys. 3. Wykres zmiany
znaku pochodnej funkcji z
f'(x)<0 < xe(-0,3)\{0}. przyktadu 6b)

Zauwazmy (rysunek 3), ze przy przejsciu

przez punkt x =0 pochodna nie zmienia znaku, a zatem w tym punkcie badana
funkcja nie bedzie miata ekstremum. Mozemy zatem sformutowac nastepujgce
wnioski:

1) w przedziale (-0,3) funkcja maleje,
2) w przedziale (3,+ ) funkcja rosnie,

3) wpunkcie x=3 funkcja osigga minimum lokalne wynoszgce:
Vin = S (3)=-26.

¢) Dziedzing funkcji f(x) =-xInx jest D, =(0,+o).
Obliczamy pochodng oraz wyznaczamy jej dziedzing:

' 1 '
S'(x) =—IHX—X';=—lnx—1, D, =(0,+),

Przyréwnujemy pochodng do zera:

f'(x)=0 & -Inx-1=0 < Inx=-1 < Inx=Ine"’ o x=t
(4]

Mamy zatem jeden punkt stacjonarny: x = 1 .
e

Rozwigzujemy odpowiednie nieréwnosci (uwzgledniajac ich dziedzing):



f'(x)>0 © -Inx-1>0 & Inx<-1 < nx<Ilne™ ox<t o

e
1
= %Df, = (0, +oo)§ = xe(O ,gj
oraz analogicznie

f'(x)<0 = _ll'lx—l<0©x>l @xe(l’+ooj .
€ €

C . . 1 ..
Widzimy zatem, ze w punkcie x=— pochodna zmienia znak z ,,+’ na ,—”,
e

a zatem funkcja bedzie miata w tym punkcie maksimum lokalne.
Ostatecznie mozemy zapisa¢ wnioski:

1) w przedziale (0 , lj funkcja jest rosnaca,
e
. 1 . .
2) w przedziale (— ,+ ooj funkcja malejaca,
e

3) wpunkcie x= 1 funkcja osigga maksimum lokalne wynoszace:
e

1

€
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Przyklad 7. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji

) =2x-337
w przedziale <—1,8> .
Rozwiazanie.
Mozna pokaza¢, ze funkcja y = f(x) ciggla w przedziale <a,b> moze przyjac
w tym przedziale warto$¢ najmniejsza oraz najwigksza jedynie w punktach
stacjonarnych lezacych wewnatrz przedzialu <a ,b> lub w punktach krancowych
przedziatu. Dziedzing funkeji jest: D, =R.

Postgpujac  analogicznie, jak w przykladzie 8.6 wyznaczamy punkty
stacjonarne. W tym celu obliczamy pochodna:

! E ! _l B
f’(x)=(2x—3%/x_2) =[2x—3x3] =2_2x 322_%:2%5; 2'



Dziedzing pochodnej jest: D, = R\{0}.
Przyréwnujemy pochodng do zera:
fl(x)=0 < %\F_z:o o Rfx-2=0cYx=1 & x=1.

X
Punktami stacjonarnymi sa: x; =0 (punkt, w ktorym pochodna nie istniej,
a funkcja jest okreslona), punkt x, =1 (punkt, w ktérym pochodna si¢ zeruje).
Poniewaz oba punkty stacjonarne nalezg do przedzialu <—1,8> , to obliczamy
warto$ci danej funkcji w tych punktach oraz wartosci na koncach przedziatu:
fO)=0, f)=-1, f(=DH=-5, f(8)=4.
Zatem najmniejsza warto$cig funkcji jest —5 (taka warto$¢ funkcja przyjmuje

w punkcie x=-1 begdacym lewym koncem danego przedziatu), a najwicksza
warto$¢ jest rowna 4 (dla prawego konca przedzialu: x=8).

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ przedziaty monotoniczno$ci oraz ekstrema lokalne funkcji:

35. f(x)=—x+x+2, 36. f(x)z%x3—4x2+15x—15,
34 3 2 4 S5 5 1
37. f(x)=—x"—4x" +3x" -1, 38. f(x)=x"——x"+—,
2 47 4
3. flr)=—2 0. f()=x+2,
x+3 X
M. fory=22 42. f(X)=xz—x+1,
2x x4+ x+1
43. f(x)=xe™", 4. f(x)=x-¢",
45. f(x)=x%", 46. f(x)=x'e""",
4
47. f(x)=(1-x)e*, 48. f(x)=x%e *,
4 3x
49. f(x)=2 50. f(x)=—

e*’ x+1



51.

53.

5S.

57.

59.

61.

f(x)=In(x* -1),

f(x)zx2 —4In(x-1),

f(x):LHn(x—l),
x—1
fx)=x2-x*,

f(x) =arcsin al ,
x+1

f(x) :cosx+%c052x.

52. f(x)=x'-24Inx,

54, f(x)=%

x 9
56. f(x)=x—-In(1+x?)
58. y= Ix?-2x,

60. f(x)=arctgx —x,

Znalez¢ najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji:

62. f(x)=x*-2x*+5 w przedziale <—2, 2) ,

63. f(x)=x-2Inx wprzedziale (l,e),

f(x)=+100-x* w przedziale <—6 , 8) ,

64.

65.

fx)= arctgl_—x w przedziale <0 , 1> .
I+x
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